) — co.
méter.
ann

3. Hipotézisvizsgalat

- matematikal statisztika masik alapfeladata a szdmunkra érdekes,
#ldzetesen megfogalmazott hipotézis, Hy ellenérzése (Hy : {9 € ©g}; ahol
& O paraméterteret két diszjunkt részre bontottuk: ©® = @y U ©1). Ezt
altaldban egy tgynevezett prdbastatisztika alapjin tessziik meg, kijelolve
azon megfigyelés-értékek halmazdt, amelyekre elfogadjuk (X,), illetve elu-
fasitjuk (X)) a Ho hipotézist. A célunk az, hogy ezt az alap (null)hipotézist
esak akkor vessiik el, ha arra nyomds okunk van. Igy elére megadott o
{tipikusan 0,05 vagy még kisebb) szintre allithatjuk be a préba o ter-
Jedelmét, ami az elsdfaji hibavaldsziniiségek felsé hatara (elséfaju hibat
akkor kovetiink el, ha elutasitjuk a Hp hipotézist, pedig igaz):

a = sup Py(Ay).
AN

A mdsodfaji hiba valdszintisége a B(9) = Py(X.) kifejezés (ha 9 € ©1),
amely valészintiség — els6sorban a ©g-hoz kozeli ¥ értékekre — nagy (1 — a-t
megkozelitd) értékeket is felvehet. Adott ¥ € O esetén a mdasodfaji hiba
valosziniisége a mintaelemszam novelésével csékkenthetd. Gyakran hasznalt
fogalom még az erdfiiggvény, ami a helyes déntés valésziniisége az ellen-
hipotézis fenndllasa mellett: Py(X) = 1 — B(9).

1. Egy érme szabdlyossigéit (a Hy : p > 0,5 ellenhipotézissel szemben; p a
fejdobas valészintisége) az aldbbi médszerrel teszteljiik: n-szer feldobjuk
az ¢rmét, és ha legaldbb 2 irdst dobtunk, akkor elfogadjuk Hy-t.

(a) Mekkora legyen n, hogy a < 0,05 teljesiiljon?
(b) Adjuk meg a préba erdfiiggvényét.

2. Legyen X,X3,..,X,, minta az aldbbi sliriiségfiiggvénnyel megadott
eloszlasbdl: 5
T

f(SC)IE,
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ha 0 < z < 9, és 0 kiilénben. A kévetkezd hipotéziseket vizsgaljuk:
Hy:9=1, H;:0<d<1.

(a) Adjunk meg X7(%n) fiiggvényében 0,05 terjedelmti prébat.

(b) Adjuk meg a préba eréfiiggvényét.

(c) Mekkora legyen az n, hogy ¢ = 0,5 esetén legaldbb 0,99 valészintiséggel
helyesen déntsiink?

3. Adott egy n elemii minta az
f(.?;) e 2€2aﬁ2x

(ha a < z, 0 killénben) sitirtiségfiiggvényii eloszlisbol.
A kovetkez6 hipotéziseket vizsgéljuk: Hy:a =1, H;:a> 1.

(a) Adjunk meg X%n) fiiggvényében o terjedelmii prébat.
(b) Adjuk meg a préba eréfiiggvényét.

4. BEgy urndban k-tél &k + n — 1-ig egyesével megszadmozott golydk vannak
(k és n is ismeretlen). Hipotéziseink: Hy:n=05, Hi:n>5.
A kovetkezd prébat alkalmazzuk: kihtizunk 3 goly6t visszatevés nélkiil,
és akkor utasitjuk el a Hy-t, ha a legnagyobb és a legkisebb kihiizott
szadm kiilonbsége legalabb 4.
Adjuk meg az elséfaji hiba valoszinliségét és a préba erdfiiggvényét.

. Tekintsiink egy n elemii mintdt az

1/2 5 — 2
f(ﬂ?;#,A):( A ) eXP{_u}> a0

23 2uls

stirliségfiigevényli inverz Gauss-eloszldsbél, ahol u és A pozitiv
paraméterek. Ismert A esetén konstrudljunk o« terjedelmii prébat a
Ho : = pg hipotézis tesztelésére a Hj : p # po kétoldali ellenhipotézis
ellenében. (vo. a 2.30. és 2.47. feladatokkal).

3.1 Paraméteres prébak

A prébastatisztika kivilasztésa a valdsziniiségi modellhez illeszkedik.
Az elbz8 fejezetekben ldtott elégséges statisztikdk minden informiciét
tartalmaznak az ismeretlen paraméterre, ezért azoknil az ugynevezett

paraméteres problémékndl, ahol egy valds paraméterre vonatkozd allitdsok
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kotjdk az egyes hipotéziseket, maga az elégséges statisztika (vagy egy
zovénye) definidlja a probat. A legfontosabb ilyen eset az, amikor a

-_'taelemek normdlis eloszldsiak. A tovabbiakban réviden Attekintjik az

erre az esetre vonatkozd legfontosabb probdkat.

wvarhato értékre vonatkozd Hy : m = g hipotézist ismert szérds esetén
az u-probdval ellendrizhetjiik, melynek statisztikdja

X —mg
u=\/ﬁ—a—,

ami a Hj teljesiilése esetén standard normalis eloszldstd. Abban a sokkal
‘zvakoribb esetben, amikor a szérds nem ismert, a ¢-prébdt alkalmazhatjuk.
A prébastatisztika

X — mo
Il = ———

*
ST?;

ahol X = 37, X;/n jeloli a mintaelemek 4tlagét, s2 = -7, (L;;L_;)f—)z,
a korrigdlt tapasztalati szérdsnégyzet, amely — tetsz8leges véges szérdsu
eloszldsra — a szérdsnégyzet torzitatlan becslése. Ha fiiggetlen, normalis
eloszlasti mintabdl indulunk ki, akkor ¢,_1 n — 1 szabadsdgfoki t-eloszlési.
Sokszor a feladatunk nem egy mintdra, hanem két minta 6sszehasonlitdsara
vonatkozik. Ha a mintdk flggetlenek egymadstol, akkor dgynevezett
kétmintds probdkat alkalmazhatunk. A Hy: mq = ms hipotézis ellenérzésére

ismert szérasok esetén a kétmintds u-préba alkalmazhaté, melyben

X-Y

a Hy esetén standard normilis eloszldsi. Ha nem ismert a széras, de felte-
hetd, hogy azonos a két minta szdrdsa (ezt az F-prébdval ellendrizhetjiik, 1.
késGbb), akkor a kétmintds t-prébat hasznalhatjuk:

¢ X \/nlng(n1+ng—2)
tnp—2 = :
n1+ne \/(’J’Ll _ 1)8_,’;2 e g — 1)5;2 ni + ng

T

A kétmintds t-proba elvégzése clétt meg kell gybzddniink arrdl, hogy

legaldbbis elfogadhaté a két minta szérdsdnak egyezése. A szérdsokra

vonatkoz6 Hg : o1 = oy hipotézist az F-prébdval ellenérizhetjitk. A

probastatisztika a két korrigalt tapasztalati szérdsnégyzet hanyadosa, mely
a szordsok azonossidga esetén F-eloszlasi. A gyakorlatban az

®2  o*2

F = max(3z %)

*27 ox2
oAl
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alakot haszndlhatjuk, melyhez a kritikus értéket az F-eloszlis tdblazatdbol
kapjuk meg.

A kétmintds prébak alkalmazdsdnak fontos feltétele, hogy az egyes mintdk
egymdstol fiiggetlenek legyenck. Ezért, ha pl. pdronként Osszetartozd,
egymdstél nem figgetlen megfigyeléseink vannak, akkor az &sszetartozd
értékek kiilonbségeit véve egymintds prébara vezethetd vissza a feladat.

A prébastatisztika meghatdrozdsa utdni lépés az elutasitdsi tartomdany
megaddsa. Ez a tartomédny tipikusan az alibbiak kdziil a Hy és a H;
alakjanak megfelels: X = {X : T(X) > ¢} (t-t nevezziik a kritikus értéknek)
Ay ={X : T(X) < t} vagy &), = {X : T(X)| > t} (az elméleti hattérrél a
késSbbiekben még b6vebben lesz sz6). A gyakorlatban a kritikus tartomany
alakjat a H1 hipotézis alapjan kénnyen ki tudjuk védlasztani: mindig arra kell
torekedniink, hogy a prébastatisztika azon értékei keriiljenek az A kritikus
tartomanyba, amelyek az ellenhipotézis esetén fordulnak eld gyakrabban.
Példdul, ha a H; : m > mg alakt (egyoldali ellenhipotézis), akkor az

X = {XT(X) > t}

(itt T egyardnt lehet az u vagy a ¢ statisztika). Ha viszont az ellenhipotéais
) m # my alakt (kétoldali ellenhipotézis), akkor az

X = {X : [T(X)] > ¢}

Az adott « elséfaju hibavaldszintiséghez tartozé kritikus értékeket a préba-
statisztika Hy melletti eloszldsabadl hatdrozhatjuk meg oly médon, hogy a
Py (Xy) valdszintiségek minden ¢ € ©, paraméterértékre legfeljebb az o
szintet érjék el. Ezt az u-, illetve a t-préba esetén az eloszlasok tablazatabdl
tudjuk leolvasni, mig néhdny esetben mdd van a kézvetlen szdmolds révén
torténé meghatdrozdsra is. Sok esetben nincs elbre megadva az elstfaja
hibavaldsziniiség megengedett felsé hatdra. Ekkor célszerii az tdgynevezett
szignifikanciaszint (a legkisebb olyan «, melyre még elutasitjuk a Hy-t)
megaddsa.

6. Az alabbi két minta 5 — egyforma képességiinek feltételezett — sportolé
sulylokésben elért eredményeit tartalmazza (tegyiik fel, hogy az adatok
normalis eloszldsbél szdrmaznak). Az els$ dobés elétt az edzd biiszkén
allitotta, hogy tanitvanyai dtlagosan legaldbb 17 métert dobnak, amit
a klub igazgatéja kétségbe vont. Ugy déntétt, hogy csak akkor hosz-
szabbitja meg az edzd szerzddését, ha a Hy :m = 17 hipotézis « = 0,05
elséfaji hibavalészintiség mellett elfogadhaté a Hi : m < 17 alter-
nativiaval szemben.
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a) Hogyan dontStt az igazgaté, ha a kordbbi tapasztalataik alapjan a
dobdasok szérasat 2-nek tekintették?

i b) Valtozott volna-e a helyzet, ha nem tekintik a szérast ismertnek?

[

1) Az elbz8ek alapjdn az igazgatd végiil is még egy esélyt adott az edzdnek.
O az elsé kisérlet utdn mindenkinek elmagyardzta, hogy mire kellene
odafigyelnie a jobb eredmény érdekében. Segitett-e az ,edzés”?

1d) Végil is mi legyen az edzd sorsa?

| elsd eredmény | 14,8 122 16,8 17,1 16,1 |
| mésodik eredmény | 18,0 12,1 17,2 17,7 17,0 |

7. Megvizsgaltdk, hogy 10 ember mekkora tdvolsdgot tudott 5 perc alatt
lefutni. Ezutdn mindenki 3 napig diétdzott és igy is megmérték a
futasteljesitményeket. Befolydsolta-e a diéta a teljesitményt? (Tegyik
fel, hogy az adatok normailis eloszldsbél szarmaznak.)

els6 eredmény | 1520 1830 1620 1740 1970
diéta utdn 1630 1810 1700 1800 1930

els6 eredmény | 2130 1910 2000 1980 1900
diéta utan 2100 1960 2160 2040 1970

8. Az aldbbi két minta 5 autéd fogyasztdsi adatait tartalmazza. Az elsd
sorban a szerviz el6tti, a mdsodikban a szerviz utani ertekek taldlhatoak.
Csokkentette-e a szerviz a fogyasztdst?

| elsé eredmény |79 81 88 7.2 6,0 |
H mésodikeredményj?j o 8l %2 By ”

9. Az aldbbi két minta két kilonboz6 gydregységhben tapasztalt selejt-
ardnyra vonatkozik (ezrelékben). AH1that0-e hogy az ,A” gyéregység
jobban dolgozott?

het | 119 1271 128 122 125 1LY 125 118 124 129 |
I B[121 120 129 122 12,7 126 12,6 128 12,0 13,1 |

10. Az aldbbi két minta 10 forgalmas csomépont levegéjében talilhaté
szennyezbanyag-koncentréciéra vonatkozéan két adatsort tartalmaz. Az
els6 sorban a november 15-i, a mésodikban a november 29-i szamok
szerepelnek. Szignifikdnsan valtozott-e a légszennyezettség?
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| XL15-i adatok [ 20,9 17,1 158 188 20,1 |
| XI.19-i adatok [ 21,4 16,7 164 19,2 19,9 |
XI.15-i adatok | 156 14,8 24,1 18,9 125

| X119-{ adatok [ 16,6 15,0 240 19,2 132 |

11. Adott egy n elemii normélis eloszldsi minta, melynek vdrhato értéke 0,
és a szorédsa o, ismeretlen. Adjunk meg egy probat 0,05 elséfaji hibaval
az aldbbi hipotézisekre:

Hg:a=1,. Hi:0>1.

3.2 Nemparaméteres prébdk

Az aldbbiakban arrdl az esetrdl lesz sz0, amikor nem tudjuk néhiny valds
paraméterrel megadni az &sszes szdba johetd eloszlist. Gyakran maga az
eloszlds az ismeretlen, és erre vonatkozik a nullhipotézis. A leggyakrab-
ban haszndlt préba a x2-préba, mely az Ay, ..., A, teljes eseményrendszerre
vonatkozd Ho : P(A4;) = p; (i = 1,...,#) hipotézis ellenérzésére alkal-
mazhatd, igy akdr paraméteres probénak is tekinthetnénk — de mivel
a vizsgalandé modell gyakran nemparaméteres Jjellegii (példdul folytonos
eloszlds illesztésénél, amikor a teljes eseményrendszer konstrualasa is a prdba,
része), ezért mégis ebben a fejezetben foglalkozunk vele.

A proébastatisztika

Z’": (vi — np;)?

np;

2
Xr—1 =

3
i=1
ahol v; az A; esemény gyakorisiga. A X7, statisztika n — oo mellett  — 1
szabadsdgfokt x?-eloszldssal kozelithets, tehat a kritikus érték a megfeleld
tdbldzatbol olvashaté le (a kritikus tartomény természetesen Ay = {X :
XZ_1 > ha} alaku, hiszen ha a tényleges eloszlds kiilénbozik a feltételezettsl,
akkor a statisztika értéke nagy lesz).
A x?-prébénak sok lehetséges alkalmazési teriilete van, ezek kéziil a leg-
fontosabbalk:
(i) az illeszkedésvizsgdlat, melynek legegyszeriibb viltozatat az elzbekben
ismertettitk. Becsléses ileszkedésvizsgdlatrol akkor beszéliink, amikor nem
maga az eloszlds, hanem csak a tipusa adott, és ezen beliil a paraméter(eke)t
a 2. fejezetben litott modon becsiiljiik. Ekkor — tekintettel arra, hogy a
minta adatait egyszer mér felhasznaltuk a p; értékek becslésére — a statisztika
hatareloszldsa r — s — 1 szabadsdgfoku x?-eloszlds (s a becsiilt paraméterek
szama).
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dytonos eloszldsok esetén a tiszta illeszkedésvizsgdlatot az tgynevezett
‘mogorov—Szmirnov-probdval is elvégezhetjik. Ebben az esetben a
Sbastatisztika

\/Hsgpan(m) = Felz]].

& sup értéke konnyen széamolhatd, hiszen elég a megfigyelt pontokban
molni a kiilénbség helyettesitési értékét és jobboldali hatarértékét.

i) A homogenitdsvizsgdlat feladata annak a hipotézisnek az eldontése, hogy
c=t minta azonos eloszlasbdl szarmaszik-e. Ekkor a statisztika

fir—
XT L nmz

=1

H_)Q
v+ g

?

‘2hol az egyik minta n, a mésik pedig m megfigyeléshél 411, és az A4; események
=Zvakorisiga v;, illetve p;.

{iii) Fiiggetlenséguizsgdlat esetén két teljes eseményrendszer (A1,..., 4, és
B, ..., B,) fliggetlenségét ellendrizziik. A figgetlenség fennilldsa esetén
P(A;B;) a % . %1 kifejezéssel becsiilhetd, ahol v, = Fia vy 68 vy =
37 vy (az A;, illetve a B; események gyakorisigai). A megfelels x2-
statisztika

g sz —n”J')z
Aoy =33, B _a ). —
=1 7==3 2]

12. (a) « = 0,05 els6faji hibavaldsziniiség mellett doéntsiink arrél a
hipotézisrél, hogy az alabbi megfigyelés-sorozat szabdlyos kockdval
dobva addédott.

(b) Tegyik fel, hogy a [0,5, 6,5] intervallumra koncentralédé folytonos
valtozd kerekitett értékeire vonatkozd gyakorisdgok szerepelnek a
tablazatban. Tekinthetd-e a valtozd egyenletes eloszlastunak?

| értékek |1 2 3 4 5 I
| gyakorisdgok | 24 21 19 12 13 11 |

13. Tekintsitk az aldbbi megfigyelés-sort (az adatokat az egyszeriiség

kedvéért nagysdg szerint rendezve adjuk meg): 0,03, 0,05, 0,08, 0,08,

1 ¢ 0,11, 0,12, 0,14, 0,19, 0,23, 0,24, 0,31, 0,43, 0,45, 0,56, 0,61, 0,67, 0,69,

0,78, 0,85, 0,88. o = 0,05 elséfaju hibavaldszinliség mellett dontsiink

arr6l a hipotézisrél, hogy a minta a [0,1] intervallumon egyenletes
eloszldsbdl szarmazik.

il

14. Tekintsik az 1.1. feladatot és a = 0,01 els6faji hibavaldsziniiség mellett
déntsiink arrdl a hipotézisrol, hogy
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(a) a bérek eloszlasa normalis eloszlist.

(b) Tekintheték-e a bérek 40 (ezer Ft) vdrhaté értékii és 30 (ezer Ft)
szOTdsU normdlis eloszlastinak?

15. Déntstiink arrél a hipotézisrél, hogy az aldbbi minta — ahol csak azt
adjuk meg, hogy az egyes intervallumokba hiny elem esik — normalis
eloszldsbdl szdarmazik. A minta atlaga 2,2 és korrigdlt tapasztalati
szordsnégyzete 2,25.

intervallumok | 0-1 1-2 2-3 34 ||
gyakorisigok | 4 15 19 12

- 100 napon feljegyeztiik egy varos energiafogyasztdsat. Az alabbi tiblizat
azt tartalmazza, hogy az egyes intervallumokba, hény megfigyelés esett,
valamint azt is, hogy az adott intervallumba est értékeknek mennyi
az dtlaga. Tekinthet6-e az energiafogyasztds 1482,54 szérdst normalis
eloszldsinak?

intervallumok | 5000 alatt 5000-6000  6000-7000 7000 felett
gyakorisigok 20 31 28 21
dtlagok 3875 5700 6500 7800

- 900 kiilénbozd, de egyarant 30 didkbdl 4116 osztdly mindegyikében fel-
Jegyezték a szintéveszt8k szamit. Az aldbbi tdblazat azt tartalmazza,
hogy az egyes értékek hany alkalommal fordultak el.

|__eértékek | 0 1 2 3
| gyakorisagok | 408 48 30 14 |

Dontsiink arrél a hipotézisrél, hogy a fenti minta binomiglis eloszldst-
nak tekinthetd.

. Dontstink arrél a hipotézisrél, hogy az aldbbi minta — ahol azt adjuk
meg, hogy az egyes intervallumokba, hdny elem esik, valamint azt, hogy
az adott intervallumba esd értékeknek mennyi az dtlaga — exponenciglis
eloszldsbdl szarmasik.

| intervallumok | 0-1 1-2 2.3 3-4
gyakorisdgok | 37 24 26 13
atlagok 04 1,3 24 22
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19. Dontsiink arrdl a hipotézisrél, hogy az aldbbi minta Pascal-eloszlisbél
szarmagzik.

| értékek | 1 2 3 4]
| gyvakorisdgok | 160 32 6 2 ||

. Két dobdkockaval dobva az aldbbi gyakorisdgokat figyeltiik meg:

1 -2 3 4 5 6
Tkocka | 27 24 26 23 18 32
IIkocka | 18 12 15 21 14 20

a = 0,05 elséfaji hibavaldsziniiség mellett dontsiink arrél, hogy tekint-
het6-e a két eloszlds azonosnak.

. Az aldbbi tdbldzat hirom - a TV-ben kiilonbozé intenzitdssal
reklamozott — fogkrém fogyasztdsira vonatkozé adatokat tartalmaz a
TV- nézés idejének fliggvényében:

fogkrém fajta SAY BY 5 GT
TV nézés hetente 1 éra rekldm 5 perc rekldm 0 perc rekldm
5 oranal kevesebb 80 60 60
5-15 6ra kozott 70 70 60 .
15 o6ra felett 90 65 45

Van-e Osszefiiggés a kedvelt fogkrém mérkéja és a TV nézés idStartama
kozott?

. Az 1.2. feladatban déntsiink arrél, hogy fiiggetlen-e a két ital szeretete.

23. Az aldbbi tdbldzat azt adja meg, hogy egy programozé évfolyamon

hényan kaptak az egyes jegyeket statisztikdbdl, aszerint csoportositva
) a didkokat, hogy sportolnak-e rendszeresen. o = 0,05 szinten déntsiink
L arrdl, hogy fliggetlen-e a statisztikajegy a sportoldstdl.

jegyek | 2 3 4 5
nem sportolnak | 50 35 35 20
sportolnak 10 15 25 10

24. Egy cég felmérést végzett arrcl, hogy két terméke koziil melyiket ked-
velik jobban a vésarlék. Az aldbbi adatok alapjan, mely 1000 ember
megkérdezésén alapul, dontsiink arrél a hipotézisrél, hogy az ,A” és a
»B” jelil termék egyforman kedvelt.



3. HIPOTEZISVIZSGALAT

| vélasz | ,A” jeliit kedveli kozombds ,B” jeliit kedveli |
|| gyakorisdgok | 380 200 420 f

. Egy orvosi felmérés azt vizsgélta, hogy a fluoriddal dudsitott ivéviz
csokkentette-e a gyermekek fogszuvasodasra vald hajlamdt. Az aldbbi
adatsor alapjan 4llapitsuk meg, hogy van-e szignifikdns hatdsa a fluo-
ridnak.

fluorid nélkili viz  fluoridos viz
Szuvas fogak szdma
0 140 160
I 18
|2 16
| 3 vagy tobb 16

3.3 Valészintiséghanyados-prébak

Eddig kilénb6z6 problémadkra ismert eljdrdsokat alkalmaztunk, anélkiil,
hogy a vélasztott mdédszerek optimalitdsit vizsgaltuk volna. Ahhoz, hogy
ezt megtehessik, célszerti a ¥ prébafiiggvény fogalmédnak bevezetése: W(x)
jeldli annak a valdsziniiségét, hogy az x minta megfigyelése esetén a Hy
hipotézist elutasitjuk. Az eddig latott prébaknal U(x) =1, hax € A} és
0 kiilénben, de az aldbbiakban sziikségiink lesz olyan véletlenitett prébskra
is, amelyekre U 0 és 1 kdzotti értékeket is felvehet. A probat egyértelmiien
megadhatjuk a prébafliggvényével, ezért bevezethetjiik az aldbbi fogalmat.
Ha adott két o terjedelmii préba, akkor azt mondjuk, hogy a ¥ egyenlete-
sen jobb a Uo-nél, ha Ey(T, (X)) > Ey(V2(X)) teljesi]l minden 9 € ©-re,
azaz a masodfaji hiba semelyik ¥ € ©; mellett sem nagyobb valésziniiségii
a Wi-re, mint a ¥, esetén.

A Neyman-Pearson-lemma értelmében létezik legjobb préba az egyszerti
hipotézisek esetére, azaz ha Hy : 9 = dJo és az alternativa: Hy : 9 = ¢;. A
legjobb préba oly mdédon adhaté meg, hogy

fi(x)
1, ha f;(x) >c
U(x) = 4 7, ha £ =

0, ha§;;)<c

ahol f;(x) jeléli a minta egyiittes stiriségfiiggvényét (diszkrét esetben az
eloszldsat) a H; hipotézis mellett (¢ = 0, 1).




