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[ Minta | X7, ..., X, valészintiségi valtozé sorozat. (Jel. X = X7, ..., X;,)
A tovédbbiakban feltessziik, hogy fiiggetlenek és azonos eloszldsiak (FAE minta, i.i.d. minta (independent, identically
distributed).
Az elméleti értékeket nagy, a konkrét, realizalt mintdbdl szdmolt értékeket mindig kis betl fogja jelolni, azaz minta
esetén x1, ..., Tp.

[ Statisztika | A minta valamely fiiggvénye: 7' : X — ...
[ Becslés | A minta eloszldsdnak ismeretlen paraméterét kozeliti a minta segitségével. Megj.: Minden becslés statisztika.
Néhany 1ényeges statisztika:

® Rendezett minta: X{ < ... < X nem csokkend sorrendbe tessziik a mintaclemeket.

_EX
e Mintadtlag: X = =1 —

n

o Korrigdlt tapasztalati szords: S, =

o Szordsi egyiitthato: V = %
Ertelmezése: az atlagtol valé dtlagos eltérés szizalékban. Megj.: relativ szérasnak is hivjak.

> I(X<a)
e Tapasztalati eloszldsfiiggvény: Fy(z) = =———
1 haX; <
ahol I(X; < z) = 1= % . indikdtor fiiggvény
0 ha Xi >x

[ Torzitatlan becslés:] T(X) statisztika torzitatlan becslése f-nak, ha EyT(X) = 6 V6-ra.

n
[ Tapasztalati eloszldsfiiggvény konvergencidja (Glivenko-Cantelli): | Az F,(z) = > w tapasztalati eloszlasfiig-
i=1
gvény 1 valdszintiséggel tart a (valédi) F'(z) eloszldsfiiggvényhez.

[ Likelihood fiiggvény: | Legyen X = (X7, ..., X,;) i.i.d. minta

s

L(0,x) = fo(x) =

fo(x;), ha az eloszlas folytonos
i=1

n
o [(0,x) = Py(X =x) =[] Po(Xi = x;), ha az eloszlds diszkrét.
=1

(2
[ Log-likelihood fiiggvény: | [(0,x) = log(L(0,x)).
Paraméterbecslési modszerek
o Maximum likelihood modszer (ML-mddszer): Azt a paraméterértéket keressiik, ahol a likelihood fiiggvény a
legnagyobb értéket veszi fel: max L(6,x)

Amennyiben a fiiggvény derivalhat6 6 szerint, akkor a maximumot kereshetjilk a szokdsos mddon, az els6 és
masodik derivaltak segitségével, azonban a feladatunkat jelent6sen megneheziti, hogy olyan n-szeres szorzatot
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kellene derivdlni, amelyiknek minden tagjidban ott van az a véltoz6, ami szerint derivdlnunk kellene. Ezért a
likelihood fiiggvény helyett a log-likelihood fliggvény maximumhelyét keressiik.
Ha 6 1 dimenzi6s, akkor az

— els6rendd feltétel: 9pl(0,x) =0 ~» 6
- mésodrendii feltétel: 931(6,x) < 0
Ha 6 p dimenzids, akkor § = (61, ...,6,), az

— elsOrendd feltétel: R R R X
O0p,l(0,x) =0 ~ 0; (i=1,....,p) ~ O=(61,....0p)

- masodrendi feltétel: H (61, ...,0,) = (9p,0,1(0,x)) Hesse-matrix negativ definit a 6 = 0 helyen

2,7=1,...,p
i
T

o Momentum modszer (MM): A mintdbdl szamithat6 tapasztalati momentumokat (m; := Z; ) egyenl&vé tessziik

az elméleti momentumokkal (M; := EyX"), az els6t6l kezdve, mégpedig annyit, amennyi paraméter van. Tehat

p darab ismeretlen paraméter esetén a kovetkez6 p ismeretlenes egyenletrendszert oldjuk meg:
My =m

M, = m,,
Megjegyzés: m; ==

Fisher-tétel: Ha O ML-becslése 6, akkor tetszSleges g fiiggvény esetén g(#) ML-becslése g(6).

Feladatok

1. Egy szabdlyos dobdkockaval 7-szer dobtunk. A kovetkezd eredmények sziilettek: 3,4,1,6,2,3,2. Hatdrozzuk meg a
kovetkezdket:
a) mintatér;
b) mintaétlag;
c) tapasztalati szordsnégyzet és szOras;
d) korrigélt tapasztalati szérdsnégyzet és szOrds;
e) madsodik és harmadik tapasztalati momentum,;
f) szoérasi egyiitthato;

g) tapasztalati eloszlasfiiggvény.
2. Hatédrozzuk meg a tapasztalati kozép €s a tapasztalati szérdsnégyzet varhat6 értékét.
3. Mutassuk meg, hogy a konvex (linedris) becslések koziil az dtlag a legkisebb szérdsnégyzetd.
4. Legyen Z eloszlasa: P(Z = 1) = ¢, P(Z = 2) = 3¢, P(Z = 3) = 1 — 4c. (c az ismeretlen paraméter).

a) Hatarozzuk meg Z varhaté értékét €s szordsat.

b) Adjunk torzitatlan becslést c-re 77 , illetve a 71, Z>, ...Z,, minta segitségével!
5. Hatdrozzuk meg az ismeretlen paraméter maximum likelihood (ML) és MM becslését, ha az n elem{i minta

(a) Pascal (p az ismeretlen paraméter);
(b) binomidlis (p az ismeretlen paraméter)
(¢) E(a,1) (a az ismeretlen paraméter)

(d) exponencidlis (\ az ismeretlen paraméter)
eloszlasu.
6. Legyena Z1, Z, ..., Z, minta N (2m + 5, (1/d)?) eloszldsd. Hatdrozzuk meg az ismeretlen paraméterek MM becs-
1ését.
Hazi feladat

1. Az els6 ZH eredményeit felhaszndlva hatarozzuk meg az 1. feladatban szerepl$ objektumokat, mennyiségeket.



