Valoszintiségszamitas és statisztika
10. és 11. gyakorlat
2015. 11. 27. és 2015. 12. 04.

Elmélet
Hipotézis ~ valami 4llitds, aminek igazsagat vizsgalni szeretnénk Paramétertér: © = ©g U* ©; — "valdsag"

Mintatér: X = X, U* A}, — "ldtszat" - MINTABOL
X kritikus tartomdny - azon X megfigyelések halmaza, amikre elutasitjuk a nullhipotézist
X.: elfogaddsi tartomdny - azon X megfigyelések halmaza, amikre elfogadjuk a nullhipotézist

Hipotézisvizsgalati feladat:
Hy: 0 €0 ~» nullhipotézis
Hi: 006, ~ ellenhipotézis
Tehédt ha X € A, akkor elfogadjuk Hy-t; ha X € &}, akkor pedig elutasitjuk Ho-t.
Amennyiben a ©( halmaz egyelemdi, akkor azt mondjuk, hogy Hy egyszerd. H;-re ugyanigy.

Az X mintatér felosztasat altaldban egy statisztika (neve: préobastatisztika) segitségével végezziik el:
legyenT: ¥ - R, X ={ze X :T(z)>c} c neve: kritikus érték
Xe={zeX:T(z) <c}

dontés Hy-t
"valosag" elfogadjuk (X,) | elutasitjuk (X})
Hy teljesiil (©g) helyes dontés els6faju hiba
Hj nem teljesiil (©1) | masodfajd hiba | helyes dontés

P(els6faja hiba)=a(0)=Py (X)), ahol § € O
P(masodfaji hiba)=£(0)=Py(X.), ahol € O
Erdfiiggvény: ¢: ©; — R, (0) = Py(A%)
Terjedelem: o = sup {«(f): 0 € O}

Azt mondjuk, hogy az 1-es préba erdsebb a 2-es probanal, ha oy = g és 11(0) > 12(0) VO € O;.
Proébafiiggvény: ¢©: X —[0,1] ~» ennyi valdsziniiséggel vetem el a Hy-t a minta alapjan
X € X = p(z) =1
xe X, = p(x) =0
p-érték: az az o terjedelem, ami esetén a probastatisztika értéke egyenld a kritikus értékkel : T(x)= c,.
A p-érték a legkisebb terjedelem, amire még elutasitjuk a Hp-t. Ha egy prébat szamitégép segitségével végziink el, rend-
szerint a p-érték révén tudunk donteni: ha (p-érték)< «, akkor elvetjiik Hy-t.

Ha mind Hy, mind H; egyszer(, akkor adott « terjedelemhez lehet leger6sebb probat talalni, ezt pedig igy hivjik, hogy
valosziniiség-hdnyados proba. A hipotéziseket folytonos esetre {rom fel. Diszkrétre a stirtiségfiiggvény helyett a konkrét
eloszlast kell irni.

Hy: f=Jfo

Hi: f=h

A valészinliség-hdnyados préba kritikus tartoméanya: Xy, = {X : ;; % > ca}

Tehat azokat az x-eket, amire az ;%g; nagy, bepakoljuk a kritikus tartomdnyba egészen addig, mig az adott « terjedelmet

el nem érjiik. Diszkrét esetben ehhez altalaban véletlenitésre van sziikség, azaz bizonyos x-ek esetén nem 1 vagy 0, hanem
egy, e két szam kozé esd (jeloljiik py-val) valdszinlséggel vetjiik el a nullhipotézist.

Néhdny konkrét préba — az o végig a proba terjedelmét jeldli, ami el6re adott

1.) Egymintas probak

a.) Egymintas u-proba

X1,..., X, ~N(m,c?), ahol o ismert, m paraméter
a.) H()Zm:m() b.) Hotm:mo C.) Ho:m:mo
Hy:m #myg Hi:m >myg Hi:m < myg

A prébastatisztika:  T(X)=u = \/ﬁ@ Ho getén py (0,1)
A kritikus tartomanyok:

a) A ={x:|ul|>uqspn} b) Xp={x:u>us} c) A ={x:u<—u.}
b.) Egymintas t-préba
X1,...,X, ~N(m,c?), ahol o, m paraméter
a) Hy:m=my b) Hy:m=my c) Hy:m=myg
Hy:m #my Hi:m >myg Hi:m < my

A probastatisztika:  T(X)=t = \/ﬁ@ Ho ;cgeténtn_l
A kritikus tartomanyok:
a) Xp={x:|t| >t 14} b) Ae={x:t>th 14} c) Xp={x:t<—tp 14}
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2.) Kétmintas probak
X1y, Xy ~N(my, O-%)
Yi1,..., Y ~N(mag, Og)
Az elvégzendd probak Hy : m; = my nullhipotézis esetén:

a két minta a két minta
fuggetlen nem fliggetlen
o1 és o2 ismert b.) kétmintds u-préba egymintas u-proba
a kiilonbségekre

a.) el6zetes F-proba
o1 és o2 ismeretlen o1 = 02 o1 # 02 egymintds t-préba
c.) kétmintds t-préba | d.) Welch-préba a kiilonbségekre

a.) F-proba
mi, Mo, 01,09 paraméterek
Hy : 01 = 09 és Hi: ami a szovegkornyezetben értelmes
(s ) Hy eseten

Fo_1m-1 has] > sj

4 erfilen- _ (*)2
A prébastatisztika: F' = (2)2 Ho esetén

Fr_1n-1 hasj>sj

(s7)

,_.*

b.) kétmintas u-préba
mi, Mo paraméterek 01,09 ismert
Hy : mp = mo és Hy: ami a szovegkornyezetben értelmes
H eseten
X-Y 0 N(O,l)

A prébastatisztika:  u = \/ﬁ
0'1 [ea
E

c.) kétmintas t-préba
mi, Mo, 01 = 09 paraméterek
Hy:mq1 =m9yés Hi:amia szovegkornyezetben értelmes
Hy esetén

A prébastatisztika: ¢t = R ~TTt _
p \/”+m\/n 1)(s}) 2+(m 1)(s3)2 ntm—2

n+m-—2

d.) Welch-proba
mi,ma, 01 # 09 paraméterek
Hy : mp = mo és Hy: ami a szovegkornyezetben értelmes

. o XV Hy eset
A prébastatisztika:  t' = —2X=X___ 0 entf ahol
(ST)2+(S§)2
1 _ (1—c)?
f— n—1 + m—1
Gl
Cc = W, ha ST > 35

3.) x2-probak

a.) Diszkrét illeszkedésvizsgalat

Feladat: adott egy X = (Xi,...,X,) n elem{ minta, és azt akarjuk eldonteni, hogy a minta egy dltalunk "remélt" el-
o0szlasbdl szarmazik-e. Diszkrét illeszkedésvizsgdlatnal feltessziik, hogy a mintaelemek r kiilonboz6 értéket vehetnek fel:
P(X; = z;) =p; j =1,...,r. Jeloljik Nj-vel a gyakorisdgokat, azaz azt, hogy az n elemd mintdban hany darab x;
szerepel.

Osztdlyok 1 2 ... 1 | Osszesen

Valoszindségek | p1 p2 ... Py 1

Gyakorisdgok N1 Ny ... N, n

Hj : a valdszintiségek: p=(p1,...,pr)
Hj: nem ezek a val6szintiségek

T 2

. .. N;—np;)? H t .

A probastatisztika: T, = 3. P HoS4H 2 | elogzldsban, han — oo
i=1 ‘

A kritikus tartomédny: Xy = {x: T,(x) > X72»_1,1—a}

Becsléses illeszkedésvizsgdlat: csak annyit "sejtiink”, hogy a minta valamilyen eloszlast, viszont a paramétereirdl nincs
sejtésiink. Ilyenkor amennyiben ML-mdédszerrel becsiiljilk meg az s darab ismeretlen paramétert, akkor a prébastatisztika:

Hy esetén
T, " 2

r_1_g €loszlasban, ha n — oo.



b.) Fiiggetlenségvizsgalat
Feladat: van egy minta, két szempont szerint csoportositva. Azt kell eldonteni, hogy a két szempont fiiggetlen-e egymaéstdl.
pi,j=P(egy megfigyelés az (i,j) osztédlyba keriil)
N; j=ennyi megfigyelés keriil az (i,j) osztdlyba

A mintavétel eredménye:

2. szempont
1 e ] e s | Osszesen
1 N11 Nlj le Nl.
1. szempont l Nil e NZJ . Nis Ni.
_ r er Nrj N Nrs NT.
Osszesen Ne1 N Nes n

S
Nie = > Nij
i=1

-
Nej = > Nij
=1

Hy:a sze_mpontok fiiggetlenek, azaz p; ; = Die * Poj Vi, j-T€
Hy: nem azok

(r

T S 2 2
A probastatisztika: T,, = n (Z > N” - — 1) Hoesgen ) 2 _1)(s—1) eloszldsban, ha n — oo

Feladatok

1.

(9. feladatsor, 3-as feladat) Mutassuk meg, hogy a torzitatlan linedris becslések koziil az atlag a legkisebb sz6rdsné-
gyzetd.

. (9. feladatsor, 5-0s feladat) Hatdrozzuk meg az ismeretlen paraméter maximum likelihood (ML) és MM becslését, ha

az n elem{ minta

(a) Pascal (p az ismeretlen paraméter);

(b) binomidlis (p az ismeretlen paraméter)
(¢) E(a,1) (a az ismeretlen paraméter)

(d) exponencialis (A az ismeretlen paraméter)

(9. feladatsor, 6-os feladat) Legyen a Zy, Zo, ..., Z, minta N(2m + 5, (1/d)?) eloszlsdi. Hatirozzuk meg az is-
meretlen paraméterek MM becslését.

Hatdrozzuk meg a paraméterek ML-becslését, ha a minta N (u, 02) eloszldsd, ahol 4 € R és o > 0 paraméterek.

Egy CASCO biztositds kdrai 2003-ban 200, 1200, 1800, 125, 485 ezer Ft voltak. A kdreloszlasrdl feltételezziik,
hogy (v, ) paraméter( Pareto eloszldsu (az eloszlasfiiggvény F'(z) = 1 — (%)O‘, ha z > 0, kiilénben 0; v, 8 > 0).
Hatarozzuk meg az ismeretlen paraméterek MM becslését!

. Valaki azt 4llitja, hogy a klima valtozik, és ezt azzal véli bizonyitottnak, hogy az elmult 10 évben 2-szer is volt jégesd,

pedig kordbban az egyes évekre a jégesd valészintisége a hivatalos adatok alapjan csupan p = 0.1 volt. Irjuk fel a
hipotéziseket, a probat és dllapitsuk meg az els6faju hiba valdszintiségét, valamint az erdfiiggvényt a p = 0.2 pontban!

Az aldbbi minta 4 év oktéber 18-an Budapesten mért napi kozéphdmérséklet adatait tartalmazza. Ellendrizziik a
Hy : m = 15 hipotézist a = 0.05 els6faju hibavaldszinliség mellett a H; : m < 15 alternativaval szemben.

a) A korabbi tapasztalatok alapjan tekintsiik az értékek szérasat 2-nek. Adjuk meg a p-értéket is.
b) Ne hasznéljunk a szérdsra vonatkozdan el6zetes informéciot.

| Kozéphdmérséklet (Celsius-fok) [ 14.8 [ 122 [ 16.8 [ 11.1 |




8. A Dezinformatikai Kar III. évfolyamdn 10-en frtak statisztika zarthelyit. 2 feladatsor volt, mindkettSben 30 pontot
lehetett elérni. A pontszdmokat tartalmazza az al4bbi tdbldzat:

1. feladatsor | 12 | 11 | 8 | 14 | 10
2. feladatsor | 15 | 14 |9 | 16 | 11

Vajon az els6 feladatsor nehezebb volt? Mennyiben valtozik a helyzet, ha nem 10 didkr6l, hanem csak 5-r8l van szo,
és a 2. feladatsor a pétzh eredménye?

9. Ertelmezziik az alabbi két szamitégépes programot és eredményt:

a) b)

x=rnorm(100,0,1) x=rnorm(1000,0,1)

t.test(x, alternative="t", mu=0.1) t.test(X, alternative="t", mu=0.1)

t=-0.9124, df = 99, p-value = 0.3638 t=-2.7081, df = 999, p-value = 0.006882
alternative hypothesis: true mean is not equal to 0.1 alternative hypothesis: true mean is not equal to 0.1
95 percent confidence interval: -0.165 0.198 95 percent confidence interval: -0.050 0.075
sample estimates: mean of x 0.016 sample estimates: mean of x 0.0126

10. A Dezinformatikai Kar III. évfolyaman 300-an tanulnak. Megszamoltdk, hogy a legutébbi vizsgaid6szakban hanyszor
buktak az egyes hallgatok. Az eredményeket tartalmazza az aldbbi tablizat:

Bukasok szdma | 0 1 2|3 14
Hallgatok szdma | 80 | 113 | 77 | 27 | 3

Elfogadhatjuk-e azt a hipotézist, hogy egy hallgaté bukdsszdma binomiélis eloszlasu (4, 0.25) paraméterrel? Es azt,
hogy binomiélis (4, p) eloszlasi?

11. Az aldbbi kontingencia-tdbldzat mutatja, hogy 100 évben a csapadék mennyisége és az atlaghdmérséklet hogyan
alakult (a celldkban az egyes esetek gyakorisigai taldlhatok):

Hémérséklet \ Csapadék | Kevés Atlagos | Sok
Hiivos 15 10 5
Atlagos 10 10 20
Meleg 5 20 5

Tekinthetd-e a csapadékmennyiség és a hdmérséklet fliggetlennek?

Hazi feladatok

1. Hatarozzuk meg az ismeretlen paraméter ML és MM becslését, ha a minta Poisson eloszlast (A az ismeretlen paraméter)



