
Valószínűségszámítás és statisztika
10. és 11. gyakorlat

2015. 11. 27. és 2015. 12. 04.
Elmélet
Hipotézis ∼ valami állítás, aminek igazságát vizsgálni szeretnénk Paramétertér: Θ = Θ0 ∪∗ Θ1 −→ "valóság"

Mintatér: X = Xe ∪∗ Xk −→ "látszat" - MINTÁBÓL
Xk: kritikus tartomány - azon X megfigyelések halmaza, amikre elutasítjuk a nullhipotézist
Xe: elfogadási tartomány - azon X megfigyelések halmaza, amikre elfogadjuk a nullhipotézist

Hipotézisvizsgálati feladat:
H0 : θ ∈ Θ0  nullhipotézis
H1 : θ ∈ Θ1  ellenhipotézis

Tehát ha X ∈ Xe, akkor elfogadjuk H0-t; ha X ∈ Xk, akkor pedig elutasítjuk H0-t.
Amennyiben a Θ0 halmaz egyelemű, akkor azt mondjuk, hogy H0 egyszerű. H1-re ugyanígy.

Az X mintatér felosztását általában egy statisztika (neve: próbastatisztika) segítségével végezzük el:
legyen T: X → R, Xk = {x ∈ X : T(x) > c} c neve: kritikus érték

Xe = {x ∈ X : T(x) ≤ c}
döntés H0-t

"valóság" elfogadjuk (Xe) elutasítjuk (Xk)
H0 teljesül (Θ0) helyes döntés elsőfajú hiba
H0 nem teljesül (Θ1) másodfajú hiba helyes döntés

P(elsőfajú hiba)=α(θ)=Pθ(Xk), ahol θ ∈ Θ0
P(másodfajú hiba)=β(θ)=Pθ(Xe), ahol θ ∈ Θ1
Erőfüggvény: ψ: Θ1 → R, ψ(θ) = Pθ(Xk)
Terjedelem: α = sup {α(θ): θ ∈ Θ0}

Azt mondjuk, hogy az 1-es próba erősebb a 2-es próbánál, ha α1 = α2 és ψ1(θ) ≥ ψ2(θ) ∀θ ∈ Θ1.
Próbafüggvény: ϕ: X →[0,1] ennyi valószínűséggel vetem el a H0-t a minta alapján
x ∈ Xk ⇒ ϕ(x) = 1
x ∈ Xe⇒ ϕ(x) = 0

p-érték: az az α terjedelem, ami esetén a próbastatisztika értéke egyenlő a kritikus értékkel : T(x)= cα.
A p-érték a legkisebb terjedelem, amire még elutasítjuk a H0-t. Ha egy próbát számítógép segítségével végzünk el, rend-
szerint a p-érték révén tudunk dönteni: ha (p-érték)< α, akkor elvetjük H0-t.

Ha mind H0, mind H1 egyszerű, akkor adott α terjedelemhez lehet legerősebb próbát találni, ezt pedig úgy hívják, hogy
valószínűség-hányados próba. A hipotéziseket folytonos esetre írom fel. Diszkrétre a sűrűségfüggvény helyett a konkrét
eloszlást kell írni.
H0 : f = f0
H1 : f = f1

A valószínűség-hányados próba kritikus tartománya: Xk =
{
x : f1(x)f0(x)

> cα

}
Tehát azokat az x-eket, amire az f1(x)

f0(x)
nagy, bepakoljuk a kritikus tartományba egészen addig, míg az adott α terjedelmet

el nem érjük. Diszkrét esetben ehhez általában véletlenítésre van szükség, azaz bizonyos x-ek esetén nem 1 vagy 0, hanem
egy, e két szám közé eső (jelöljük pα-val) valószínűséggel vetjük el a nullhipotézist.

Néhány konkrét próba − az α végig a próba terjedelmét jelöli, ami előre adott
1.) Egymintás próbák
a.) Egymintás u-próba

X1, . . . , Xn ∼N(m,σ2), ahol σ ismert, m paraméter
a.) H0 : m = m0 b.) H0 : m = m0 c.) H0 : m = m0

H1 : m 6= m0 H1 : m > m0 H1 : m < m0

A próbastatisztika: T(X)=u =
√
nX−m0

σ

H0 esetén∼ N(0, 1)
A kritikus tartományok:

a.) Xk = {x : |u| > uα/2} b.) Xk = {x : u > uα} c.) Xk = {x : u < −uα}

b.) Egymintás t-próba
X1, . . . , Xn ∼N(m,σ2), ahol σ, m paraméter

a.) H0 : m = m0 b.) H0 : m = m0 c.) H0 : m = m0
H1 : m 6= m0 H1 : m > m0 H1 : m < m0

A próbastatisztika: T(X)=t =
√
nX−m0

s∗n

H0 esetén∼ tn−1
A kritikus tartományok:

a.) Xk = {x : |t| > tn−1,α/2} b.) Xk = {x : t > tn−1,α} c.) Xk = {x : t < −tn−1,α}
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2.) Kétmintás próbák
X1, . . . , Xn ∼N(m1, σ

2
1)

Y1, . . . , Ym ∼N(m2, σ
2
2)

Az elvégzendő próbák H0 : m1 = m2 nullhipotézis esetén:
a két minta a két minta
független nem független

σ1 és σ2 ismert b.) kétmintás u-próba egymintás u-próba
a különbségekre

a.) előzetes F-próba
σ1 és σ2 ismeretlen σ1 = σ2 σ1 6= σ2 egymintás t-próba

c.) kétmintás t-próba d.) Welch-próba a különbségekre

a.) F-próba
m1,m2, σ1, σ2 paraméterek
H0 : σ1 = σ2 és H1: ami a szövegkörnyezetben értelmes

A próbastatisztika: F =


(s∗1)

2

(s∗2)
2

H0 esetén∼ Fn−1,m−1 ha s∗1 > s∗2
(s∗2)

2

(s∗1)
2

H0 esetén∼ Fm−1,n−1 ha s∗2 > s∗1

b.) kétmintás u-próba
m1,m2 paraméterek, σ1, σ2 ismert
H0 : m1 = m2 és H1: ami a szövegkörnyezetben értelmes
A próbastatisztika: u = X−Y√

σ21
n
+
σ22
m

H0 esetén∼ N(0,1)

c.) kétmintás t-próba
m1,m2, σ1 = σ2 paraméterek
H0 : m1 = m2 és H1: ami a szövegkörnyezetben értelmes
A próbastatisztika: t =

√
nm
n+m

X−Y√
(n−1)(s∗1)

2+(m−1)(s∗2)
2

n+m−2

H0 esetén∼ tn+m−2

d.) Welch-próba
m1,m2, σ1 6= σ2 paraméterek
H0 : m1 = m2 és H1: ami a szövegkörnyezetben értelmes
A próbastatisztika: t′ = X−Y√

(s∗1)
2

n
+

(s∗2)
2

m

H0 esetén∼ tf , ahol

1
f = c2

n−1 + (1−c)2
m−1

c =
(s∗1)

2

n
(s∗1)

2

n
+

(s∗2)
2

m

, ha s∗1 > s∗2

3.) χ2-próbák
a.) Diszkrét illeszkedésvizsgálat

Feladat: adott egy X = (X1, . . . , Xn) n elemű minta, és azt akarjuk eldönteni, hogy a minta egy általunk "remélt" el-
oszlásból származik-e. Diszkrét illeszkedésvizsgálatnál feltesszük, hogy a mintaelemek r különböző értéket vehetnek fel:
P(Xi = xj) = pj j = 1, . . . , r. Jelöljük Nj-vel a gyakoriságokat, azaz azt, hogy az n elemű mintában hány darab xj
szerepel.

Osztályok 1 2 . . . r Összesen
Valószínűségek p1 p2 . . . pr 1
Gyakoriságok N1 N2 . . . Nr n
H0 : a valószínűségek: p=(p1, . . . , pr)

H1: nem ezek a valószínűségek

A próbastatisztika: Tn =
r∑
i=1

(Ni−npi)2
npi

H0 esetén−→ χ2
r−1 eloszlásban, ha n→∞

A kritikus tartomány: Xk = {x : Tn(x) > χ2
r−1,1−α}

Becsléses illeszkedésvizsgálat: csak annyit "sejtünk", hogy a minta valamilyen eloszlású, viszont a paramétereiről nincs
sejtésünk. Ilyenkor amennyiben ML-módszerrel becsüljük meg az s darab ismeretlen paramétert, akkor a próbastatisztika:
Tn

H0 esetén−→ χ2
r−1−s eloszlásban, ha n→∞.
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b.) Függetlenségvizsgálat
Feladat: van egy minta, két szempont szerint csoportosítva. Azt kell eldönteni, hogy a két szempont független-e egymástól.
pi,j=P(egy megfigyelés az (i,j) osztályba kerül)
Ni,j=ennyi megfigyelés kerül az (i,j) osztályba

A mintavétel eredménye:
2. szempont

1 . . . j . . . s Összesen
1 N11 . . . N1j . . . N1s N1•
...

...
...

...
...

1. szempont i Ni1 . . . Nij . . . Nis Ni•
...

...
...

...
...

r Nr1 . . . Nrj . . . Nrs Nr•
Összesen N•1 . . . N•j . . . N•s n

Ni• =
s∑
j=1

Ni,j

N•j =
r∑
i=1

Ni,j

H0 : a szempontok függetlenek, azaz pi,j = pi• · p•j ∀i, j-re
H1: nem azok

A próbastatisztika: Tn = n

(
r∑
i=1

s∑
j=1

N2
i,j

Ni•N•j
− 1

)
H0 esetén−→ χ2

(r−1)(s−1) eloszlásban, ha n→∞

A kritikus tartomány: Xk = {x : Tn(x) > χ2
(r−1)(s−1),1−α}

Feladatok
1. (9. feladatsor, 3-as feladat) Mutassuk meg, hogy a torzítatlan lineáris becslések közül az átlag a legkisebb szórásné-

gyzetű.

2. (9. feladatsor, 5-ös feladat) Határozzuk meg az ismeretlen paraméter maximum likelihood (ML) és MM becslését, ha
az n elemű minta

(a) Pascal (p az ismeretlen paraméter);
(b) binomiális (p az ismeretlen paraméter)
(c) E(a, 1) (a az ismeretlen paraméter)
(d) exponenciális (λ az ismeretlen paraméter)

3. (9. feladatsor, 6-os feladat) Legyen a Z1, Z2, . . . , Zn minta N(2m + 5, (1/d)2) eloszlású. Határozzuk meg az is-
meretlen paraméterek MM becslését.

4. Határozzuk meg a paraméterek ML-becslését, ha a minta N(µ, σ2) eloszlású, ahol µ ∈ R és σ > 0 paraméterek.

5. Egy CASCO biztosítás kárai 2003-ban 200, 1200, 1800, 125, 485 ezer Ft voltak. A káreloszlásról feltételezzük,
hogy (α, β) paraméterű Pareto eloszlású (az eloszlásfüggvény F (x) = 1− ( β

β+x)α, ha x > 0, különben 0;α, β > 0).
Határozzuk meg az ismeretlen paraméterek MM becslését!

6. Valaki azt állítja, hogy a klíma változik, és ezt azzal véli bizonyítottnak, hogy az elmúlt 10 évben 2-szer is volt jégeső,
pedig korábban az egyes évekre a jégeső valószínűsége a hivatalos adatok alapján csupán p = 0.1 volt. Írjuk fel a
hipotéziseket, a próbát és állapítsuk meg az elsőfajú hiba valószínűségét, valamint az erőfüggvényt a p = 0.2 pontban!

7. Az alábbi minta 4 év október 18-án Budapesten mért napi középhőmérséklet adatait tartalmazza. Ellenőrizzük a
H0 : m = 15 hipotézist α = 0.05 elsőfajú hibavalószínűség mellett a H1 : m < 15 alternatívával szemben.

a) A korábbi tapasztalatok alapján tekintsük az értékek szórását 2-nek. Adjuk meg a p-értéket is.
b) Ne használjunk a szórásra vonatkozóan előzetes információt.

Középhőmérséklet (Celsius-fok) 14.8 12.2 16.8 11.1
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8. A Dezinformatikai Kar III. évfolyamán 10-en írtak statisztika zárthelyit. 2 feladatsor volt, mindkettőben 30 pontot
lehetett elérni. A pontszámokat tartalmazza az alábbi táblázat:

1. feladatsor 12 11 8 14 10
2. feladatsor 15 14 9 16 11

Vajon az első feladatsor nehezebb volt? Mennyiben változik a helyzet, ha nem 10 diákról, hanem csak 5-ről van szó,
és a 2. feladatsor a pótzh eredménye?

9. Értelmezzük az alábbi két számítógépes programot és eredményt:

a) b)
x=rnorm(100,0,1) x=rnorm(1000,0,1)
t.test(x, alternative="t", mu=0.1) t.test(x, alternative="t", mu=0.1)
t = -0.9124, df = 99, p-value = 0.3638 t = -2.7081, df = 999, p-value = 0.006882
alternative hypothesis: true mean is not equal to 0.1 alternative hypothesis: true mean is not equal to 0.1
95 percent confidence interval: -0.165 0.198 95 percent confidence interval: -0.050 0.075
sample estimates: mean of x 0.016 sample estimates: mean of x 0.0126

10. A Dezinformatikai Kar III. évfolyamán 300-an tanulnak. Megszámolták, hogy a legutóbbi vizsgaidőszakban hányszor
buktak az egyes hallgatók. Az eredményeket tartalmazza az alábbi táblázat:

Bukások száma 0 1 2 3 4
Hallgatók száma 80 113 77 27 3

Elfogadhatjuk-e azt a hipotézist, hogy egy hallgató bukásszáma binomiális eloszlású (4, 0.25) paraméterrel? És azt,
hogy binomiális (4, p) eloszlású?

11. Az alábbi kontingencia-táblázat mutatja, hogy 100 évben a csapadék mennyisége és az átlaghőmérséklet hogyan
alakult (a cellákban az egyes esetek gyakoriságai találhatók):

Hőmérséklet \ Csapadék Kevés Átlagos Sok
Hűvös 15 10 5
Átlagos 10 10 20
Meleg 5 20 5

Tekinthető-e a csapadékmennyiség és a hőmérséklet függetlennek?

Házi feladatok
1. Határozzuk meg az ismeretlen paraméter ML és MM becslését, ha a minta Poisson eloszlású (λ az ismeretlen paraméter)
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