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[ X és Y kovariancidja: | Cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)]. Kov.: Cov(X,Y) = E(XY)—- EX -EY.
Elnevezés: ha Cov(X,Y') = 0, akkor azt mondjuk, hogy X és Y korreldlatlanok.
Ha X és Y filiggetlenek egymastdl, akkor korreldlatlanok is.
Ha X és Y korreldlatlanok, akkor ebbdl nem kovetkezik, hogy fiiggetlenek is!

[ A kovariancia tulajdonségai: |
Legyenek X, Y, X1, ..., X,, valészintiségi valtozdk, a, b € R. Ekkor

Cov(X,X) = D*X Cov(X,Y) =Cov(Y, X) D} X +Y) = D?X + D*Y +2Cov(X,Y)
n n
Cov(aX,bY) = abCov(X,Y) Cov(X,a) =0 D2(Y X;) =Y. D?X;+2 > Cov(X;,X;)
i=1 i=1 1<i<j<n

‘ _ Cov(X,Y)
[ Korreldcié: | X és Y korreldcidja: R(X,Y) = S5y

A korrel4ci6 két valdszintiségi valtozoé linedris kapcsolatit méri:

R?~1 = er0Gs a kapcsolat
R?>~0.5 = kozepes a kapcsolat
R?>~0 = gyenge akapcsolat

R >0 = pozitiv a kapcsolat

R <0 = negativ a kapcsolat

[ Feltételes varhato érték: | Legyenek X és Y val6szintiségi véltozok. Y-nak X -re vonatkoz6 feltételes varhaté értéke —
E(Y|X) — preciz definidlasara nem véllalkozunk, Ggy gondoljunk rd, mint egy valdsziniiségi vdltozora; és ha X egy
adott értéket vesz fel — E(Y'| X = x) —, akkor mint konkrét szdmra, melyet diszkrét esetben a feltételes valdszintiség
segitségével szamithatunk ki.

[ Nadarajah-mddszer: | a feltételes varhatd érték becslése (X1, Y1), ..., (X, Yy, ) minta alapjan: E(Y|X = x) ~ M

<"\ "hn
Legyen g mérhetd fiiggvény. Ekkor E[g(X)|X]| = g(X). Ha X, Y fiiggetlenek = E(Y|X) = EY
[ Feladat: | Y val. valtozét szeretnénk kozeliteni X val. véltozo tetszGleges fiiggvénye segitségével:
ElY - f(X)]? — mfin ~~ Megolddsa: f,,; =E(Y|X)
[ Feladat: | Y val. valtozét szeretnénk kozeliteni X val. véltozo linedris fiiggvénye segitségével:
. < Cov(X,)Y).
EIY — (aX + ) — min  ~ Megolddsa:  aop = CoBGY: bopt = EY — aguBEX
[ Feladat: | (linedris modell): Adottak (x1,y1), ..., (Zn, yn) pontok, ezekre szeretnénk egyenest illeszteni (neve: regresszi-

Os egyenes) a legkisebb négyzetek médszerével.
Amodell: Y; =aX;+b+e;, ahol Eg; =0ésD?%; =02 <0 (i=1,...,n)

Megoldds: 4 = =E=DWD) § _ 5 47

SE-n7 !
Reziduumok: é; = y; — ax; — b (i=1,..., n) B B )
Rezidudlis négyzetosszeg: RNO=Y"¢é2 = Y (y; — 7)% — % 6% = RN9

[ Markov-egyenlGtlenség: | Legyen g : R — R monoton nové fiiggvény, X > 0 val.valtozd, e > 0 tetsz.
Ekkor P(X > ¢) < %

Spec.,hag(z) =2z =P(X >¢) < B(X

£

—

X - EX|>¢e) < 2
€

[ Csebisev-egyenlGtlenség:] P(

Legyen X1, Xo, ... valészinliségi valtozdk sorozata.
[ 1 val6szintiségii konvergencia:] X,, "3 X 1 valdsziniiséggel, ha P({w : X,(w) "=° X (w)}) = 1.

n—oo

[ Gyenge konvergencia: | X, —3 X gyengén, ha az eloszlasfiiggvényeikre F,(z) "—> F(z) F minden
folytonossdgi pontjaban.

[ Nagy szamok torvénye (NSZT):] Legyenek X1, X, ... i.i.d. val. véltozék, EX; = m < oc.

Ekkor X1t=tXn "25% | val6szintiséggel.

[ Centrélis hatdreloszlds tétel (CHT):] Legyenek X7, Xo, ... i.i.d. val. valtozék, EX; = m, D?(X;) = 02 < oo.

Ekkor W [ N(0,1) gyengén, azaz P (W < x) e O(x).
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Feladatok

1.

(9-es feladatsor 5/b feladata) Hatdrozzuk meg az ismeretlen paraméter maximum likelihood (ML) becslését, ha a
minta E(a, 1) (a az ismeretlen paraméter) eloszlasa.

Az X ésY valésziniliségi valtozok egyiittes eloszlasat a kovetkez tablazat mutatja:

(YAX] 0 [ 1T [ 2]
0 371277 | 3727 | 4/27
1 2727 | 2127 | 4127
2 1727 | 1727 | 77127

Hatérozzuk meg X és Y eloszlasat, varhat6 értékét, szordsnégyzetét és korreldcidjukat.
Legyen X és Y fiiggetlen, azonos eloszlasu. Tegyiik fel azt is, hogy véges szérastak. Szamitsuk ki R(X,aX + bY).

Legyen X a hatosok szdma 6 kockadobasbdl, Y pedig X + Z, ahol Z tovabbi 6 kockadobdsbdl a hatosok szdma. Mi
lesz Y legkisebb négyzetes kozelitése X segitségével, ha

a) X linedris fiiggvényével kozelitiink;
b) X tetszbleges fiiggvényével kozelitiink?

Legyenek adottak a kovetkezd (z,y) parok:

x[O[1[6[5]3
vy 4[3[01][2

a) Hatarozzuk meg és dbrazoljuk is az a X + b alaku regesszids egyenest.
b) Szadmoljuk ki a rezidudlisokat és becsiiljiik meg a hiba-szordsnégyzetet.

¢) Adjuk meg az E(Y|X = 2.5) feltételes vérhaté érték kozelitését a Nadarajah-féle médszerrel, ha a magfiiggvény
k(x) =1/4,ha —2 < x < 2, és 0 kiilonben, illetve h = 1.

. Legaldbb hany embert kell megkérdezni egy kozvélemény-kutatdsndl, ha egy adott part tiamogatottsagat legaldbb 95%-

os valdszintiséggel 0.01-ndl kisebb eltéréssel szeretnénk megbecsiilni? Szdmoljunk egyrészt a Csebisev-egyenlStlenséggel,
masrészt a normdlis eloszlassal.

Legyen X, n-paraméterii Poisson-eloszlasi. Mihez tart P(X,, < n — y/n), han — o0?
Legyen X, (n, p,)-paraméteri binomiélis eloszldsd. Mihez tart

a) P(X, <np—+/n),hap, =pésn — cx?

b) P(X, <2),hap, =1ésn— oco?

n

Hazi feladatok

1.

a) Egy 52 lapos francia kartyacsomagbol hizunk 2 lapot visszatevés nélkiil. Legyen X a korok, Y pedig az 4szok
szdma. Adjuk meg X és Y korreldcids egyiitthatgjat. Fiiggetlenek-e ezek a valtozok?

b) Domotor rulettezik a kaszinéban. Minden egyes korben 10 petdkot tesz pirosra. 100 jaték utdn 300 petdk a
vesztesége. Jogos-e a gyanuja, hogy svindlizik a krupié? (A rulettkeréken Gsszesen 37 mezd van 0-t6l 36-ig
szdmozva. Ezek koziil egy (a 0 jeld) zold, a fennmaradé 36-bdl pedig 18 piros és 18 fekete.)

. Véletlenszertien vélasztunk egy sz6t az aldbbi mondatbdl: EGY TEVE LEGEL A KERTBEN. A feladatunk az, hogy

kitaldljuk a sz6 hosszét igy, hogy a tényleges €s a tippelt sz6hossz kozotti eltérés négyzetének varhatd értéke minimalis
legyen.

a) Mit tippeliink, ha semmi informacié nem 4ll rendelkezésiinkre?

b) Hogyan tippeliink, ha valaki megstgta a szoban szerepld ,,e” betlik szamat?

¢) Hogyan tippeljiink, ha az ,,e” betlik szdménak linedris fiiggvényét haszndlhatjuk?
a) Legyen X,, n-paraméterdi Poisson-eloszldsu. Mihez tart P(X,, < n), han — oo?

b) Legyen X,, (n, p,)-paraméterd binomidlis eloszldsd. Mihez tart %, ha p, =pésn — co?



