
Segédanyag a Valószín¶ségszámítás (mat. elemz®, prog. inf. A szakirány)
tantárgyhoz

2016. október 15.

Permutáció: n elem összes lehetséges sorrendje: n!
Ismétléses permutáció: n elem összes lehetséges sorrendje, ha ezek közül k1, . . . , km
darab megegyezik: n!

k1!·...·km!

Adott n elem, ebb®l k darabot kiveszünk.
Kombináció: a kihúzás
sorrendje NEM számít (nem
számozottak az elemek)

Variáció: a kihúzás
sorrendje számít (szá-
mozottak az elemek)

Visszatevés/ismétlés nélkül

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!

n!

(n− k)!

Visszatevéssel/ismétléssel

(
n+ k − 1

k

)
nk

De�níció. Véges valószín¶ségi mez®: (Ω,A, P ) hármas, ahol
• {ω1, . . . , ωn} = Ω: eseménytér; elemei: elemi események
• {A,B, . . .} = A = 2Ω, ahol A,B, . . . ⊆ Ω: események
• P : valószín¶ség

� P (Ω) = 1
� P (A) ≥ 0 minden A eseményre
� P (A∪B) = P (A) +P (B) minden A és B egymást kizáró (A∩B = ∅) es.-re.

De�níció. σ-algebra: Legyen Ω 6= ∅ halmaz, A ⊆ 2Ω. Az A halmaz σ-algebra, ha
• Ω ∈ A
• A ∈ A ⇒ A ∈ A (zárt a komplementer képzésre)

• A1, A2, . . . ∈ A ⇒
∞⋃
i=1

∈ A (zárt a megszámlálható unióra)

De�níció. Kolmogorov-féle valószín¶ségi mez®: (Ω,A, P ) hármas, ahol
• Ω: nemüres halmaz
• A ⊂ 2Ω σ-algebra
• P : A → [0; 1] halmazfüggény, amelyre

� P (Ω) = 1
� P (A) ≥ 0 ∀A ∈ A-ra

� páronként kizáró A1, A2, . . . ∈ A eseményekre P

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

P (Ai).

Jelölje az A ⊂ Rn halmaz Lebesgue-mértékét λ(A). Ha n = 1, akkor a Lebesgue-
mérték a hossz, n = 2-nél a terület, n = 3, 4, . . . esetén pedig a térfogat.

De�níció. Geometriai vsz.-i mez®: (Ω,A, P ) hármas, ahol:
• Ω ⊂ Rn, λ(Ω) <∞
• A = {A ⊂ Ω : A ⊂ Rn}

• P (A) = λ(A)
λ(Ω) = "kedvez®" terület

összes terület .

Állítás. Legyenek A és B tetsz®leges események. Ekkor
• P

(
A
)

= 1− P (A)
• P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

Legyenek A1, . . . , An tetsz®leges események és S
(n)
k =

∑
1≤i1<...<ik≤n

P (Ai1 ∩ . . . ∩Aik).

Tétel. Szita formula vagy Poincaré-formula:

P (A1, . . . , An közül legalább 1 bekövetkezik) = P (A1 ∪ . . . ∪An) =
n∑
k=1

(−1)k+1S
(n)
k

Tétel. Jordán-formula:
P (A1, . . . , An közül pontosan r darab következik be) =

n−r∑
k=0

(−1)k
(
r+k
k

)
S

(n)
r+k.

Mintavétel: Adott N termék, ezek közül M selejtes. Az összes termékb®l kiveszünk
n darabot. Mi a valószín¶sége, hogy ezek között k selejtes lesz? (k = 0, 1, . . . , n)

• Visszetevés nélkül:

(
M
k

)(
N−M
n−k

)(
N
n

)
• Visszatevéssel:

(
n

k

)
pk(1− p)n−k ahol p = M

N a selejtarány

Feltételes valószín¶ség: Ha B bekövetkezett, mi a valószín¶sége, hogy A bekövet-
kezik?
P (A|B) = P (A∩B)

P (B) (P (B) 6= 0)

De�níció. Teljes eseményrendszer (TER): B1, B2, . . . események teljes esemény-
rendszert alkotnak, ha
• Bi ∩Bj = ∅ minden i 6=j-re,

•
∞⋃
i=1

Bi = Ω.

Tétel. Teljes valószín¶ség tétele: Legyen B1, B2, . . . teljes eseményrendszer,
P (Bj) > 0 minden j-re; A tetsz®leges esemény.

Ekkor P (A) =
∞∑
j=1

P (A|Bj)P (Bj).

Tétel. Bayes-tétel: Legyen B1, B2, . . . teljes eseményrendszer, P (Bj) > 0 minden
j-re; A tetsz®leges esemény, amire P (A) > 0.

Ekkor P (Bk|A) = P (A|Bk)P (Bk)
∞∑
j=1

P (A|Bj)P (Bj)
.

De�níció. Események függetlensége: A és B események függetlenek, ha
P (A ∩ B) = P (A) · P (B) (A esemény bekövetkezése nem befolyásolja B esemény
bekövetkezését, és fordítva).
De�níció. Események teljes függetlensége: Az A1, A2, . . . , An események teljesen
függetlenek, ha P (Ai1∩Ai2∩. . .∩Aik) = P (Ai1)·P (Ai2)·. . .·P (Aik) minden 2 ≤ k ≤ n-
re és 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n-re.

De�níció. Generált σ-algebra: Legyen F ⊆ 2R
d

tetsz®leges halmazrendszer. Az F
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által generált σ-algebra az a legsz¶kebb σ-algebra, ami tartalmazza az F halmazrend-
szert. Jelölése: σ(F)

De�níció. Rd Borel-halmazai: Rd összes nyílt halmaza által generált σ-algebra.
Jelölése: B(Rd)

De�níció. Valószín¶ségi változó: X: Ω → R Borel-mérhet® függvény, azaz amire
{ω : X(ω) ∈ B} ∈ A minden B ∈ B(R) halmazra.

De�níció. Valószín¶ségi változó eloszlása:

QX(B)
Def.
= P (X ∈ B) = P (X−1(B)) = P (ω : X(ω) ∈ B), ahol B ∈ B(R).

De�níció. Diszkrét val. változó: értékkészlete legfeljebb megszámlálhatóan végte-
len, azaz {x1, x2, . . .} elemekb®l áll. Ekkor eloszlását egyértelm¶en meghatározzák a
pi := P (X = xi) = P (X−1({xi})) = P (ω : X(ω) = xi) valószín¶ségek, ahol i=1, 2, . . .

Tétel. Binomiális tétel: (a+ b)n =
n∑
k=0

(
n
k

)
akbn−k, ahol a, b ∈ R.

Állítás. Geometriai sor összege:
∞∑
n=0

qn = 1
1−q , ha 1> |q| ∈R. Konvergenciatarto-

mányon belül "be lehet deriválni" egy végtelen sort, így
∞∑
n=1

nqn−1 = 1
(1−q)2 , ha |q|<1.

De�níció. Diszkrét val. változó várható értéke.
Legyen X diszkrét val. vált., ami az x1,x2, . . . értékeket veszi fel, p1,p2, . . . vsz.-ekkel.

Ekkor X várható értéke: EX =
∞∑
i=1

xkpk, ha a végtelen összeg abszolút konvergens.

De�níció. Diszkrét val. változó l. momentuma: EX l=
∞∑
i=1

(xk)lpk, ha a végtelen

összeg abszolút konvergens.

De�níció. X szórásnégyzete: D2X
Def.
= E[(X − EX)2]

Áll.
= EX2 − E2X.

De�níció. X szórása: DX =
√
D2X.

Nevezetes diszkrét eloszlások:
Eloszlás neve Jelölése Eloszlása EX D2X
Indikátor (karakte-
risztikus, Bernoulli)

Ind(p)
P (X = 1) = p
P (X = 0) = 1− p p p(1− p)

Hipergeometriai Hipgeo(N,M,n)
P (X = k) =

(
M
k

)(
N−M
n−k

)
(
N
n

)
k = 0, 1, . . . ,min(n,M)

nMN nMN
(
1−M

N

)(
1− n−1

N−1

)
Binomiális Bin(n, p)

P (X = k) =
(
n
k

)
pk(1 − p)n−k

k = 0, 1, . . . , n
np np(1− p)

Geometriai (Pascal) Geo(p) P (X = k) = p(1− p)k−1

k = 1, 2, . . .
1
p

1−p
p2

Negatív binomiális NegBin(n, p)
P (X = k) =

(
k−1
n−1

)
pn(1 − p)k−n

k = n, n+ 1, . . .
n
p

n(1−p)

p2

Poisson Poi(λ) P (X=k)= λk

k! e
−λ k=0,1, . . . λ λ

El®fordulásuk:

• Indikátor: egy p valószín¶ség¶ esemény bekövetkezik-e vagy sem

• Hipergeometriai: visszatevés nélküli mintavételnél a selejtesek száma
• Binomiális: visszatevéses mintavételnél a selejtesek száma; vagy független kísér-
leteknél a sikeresek száma, ha p = P (az i. kísérlet sikeres)
• Geometriai: hányadikra következik be el®ször egy p valószín¶ség¶ esemény
• Negatív binomiális: hányadikra következik be n. alkalommal egy p vsz.-¶ es.
• Poisson: ritka események bekövetkezésének modellezésére használják

Állítás. LegyenekX,Y,X1, . . . , Xn val. vált.-k véges várható értékkel; a,ai,b∈R. Ekkor
• E(aX + bY ) = aEX + bEY

• E
n∑
i=1

aiXi =
n∑
i=1

aiEXi

• D2(aX + b) = a2D2X

De�níció. X val. vált. eloszlásfüggvénye: FX(x)
Def.
= P (X<x)=P (X∈(−∞, x)).

Ha egyértelm¶, melyik val. változó eloszlásfüggvényér®l van szó, F (x)-et írunk.

Állítás. Az eloszlásfüggvény tulajdonságai:

• lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→∞

F (x) = 1

• monoton növ®
• balról folytonos
• 0 ≤ FX(x) ≤ 1

Állítás. Tetsz®leges X valószín¶ségi változó esetén

• P (a ≤ X < b) = F (b)− F (a)
• P (a < X ≤ b) = F (b+)− F (a+)

De�níció. Az X valószín¶ségi változó abszolút folytonos, ha létezik olyan f(x)

függvény, amelyre F (x) =
x∫
−∞

f(t) dt. Ilyenkor f(x)-et s¶r¶ségfüggvénynek hívjuk.

Nevezetes abszolút folytonos eloszlások:
Eloszlás neve Jelölése Eloszlásfüggvény S¶r¶ségfüggvény EX D2X

Egyenletes E(a, b)


0 ha x ≤ a
x−a
b−a ha a < x ≤ b
1 ha b < x

{
1
b−a ha a < x ≤ b
0 különben

a+b
2

(b−a)2

12

Standard nor-
mális N(0, 12) Φ(x) = . . . ϕ(x) = 1√

2π
e−

x2

2 x ∈ R 0 1

Normális N(m,σ2) . . . 1√
2πσ

e
− (x−m)2

2σ2 x ∈ R m σ2

Exponenciális Exp(λ)

{
1− e−λx ha x ≥ 0

0 különben

{
λe−λx ha x ≥ 0

0 különben
1
λ

1
λ2

Gamma Γ(α, λ) . . .

{
1

Γ(α)
λαxα−1e−λx ha x ≥ 0

0 különben
α
λ

α
λ2

Állítás. Legyen X abszolút folytonos eloszlású. Ekkor

• f(x) ≥ 0

•
∞∫
−∞

f(x) dx = 1

• f(x) = F ′(x) (ahol F deriválható)
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• P (X = x) = 0 ∀x-re
• P (a < X ≤ b) = P (a ≤ X < b) = F (b)− F (a)

De�níció. Abszolút folytonos val. változó várható értéke: EX =
∞∫
−∞

xf(x) dx.

De�níció. Abszolút folytonos val. változó l. momentuma: EX l =
∞∫
−∞

xlf(x) dx.

Állítás. Φ(−x) = 1− Φ(x)

Állítás. Φ−1(q) = −Φ−1(1− q) 0 < q < 1

De�níció. Szemifaktoriális: n!! =

{
n · (n− 2) · (n− 4) · . . . · 4 · 2 ha n ∈ Z+ páros

n · (n− 2) · (n− 4) · . . . · 3 · 1 ha n ∈ Z+ páratlan

Állítás. Legyen X ∼ N(0, 1). Ekkor EXn =

{
(n− 1)!! ha n ∈ Z+ páros

0 ha n ∈ Z+ páratlan

Tétel. Teljes várható érték tétel: Legyen B1, B2, . . . teljes eseményrendszer,
P (Bj) > 0 minden j-re; X egy valószín¶ségi változó.

Ekkor EX =
∞∑
i=1

E(X|Bi)P (Bi), ahol

E(X|Bi) : X várható értéke akkor, ha Bi esemény bekövetkezett.

Állítás. Valószín¶ségi változó függvényének várható értéke.
Legyen X valószín¶ségi változó; g: R→ R függvény. Ekkor
• E(g(X)) =

∑
k

g(xk)pk, ha X diszkrét

• E(g(X)) =
∞∫
−∞

g(x)f(x) dx, ha X abszolút folytonos

Mindkét esetben a várható érték létezéséhez a szumma/integrál abszolút konvergenci-
ájára van szükség.

Állítás. Abszolút folytonos val.változó szigorúan monoton függvényének el-
oszlás- és s¶r¶ségfüggvénye.
Legyen X abszolút folytonos val. változó; g : R → R szigorúan monoton, folytonosan
di�erenciálható függvény. Ekkor
• Y = g(X) eloszlásfüggvénye:

FY (y) = Fg(X)(y) =

{
FX(g−1(y)) ha g szigorúan monoton növ®

1− FX(g−1(y)) ha g szigorúan monoton csökken®

• Y = g(X) s¶r¶ségfüggvénye:

fY (y) = fg(X)(y) = fX(g−1(y)) ·
∣∣[g−1(y)]′

∣∣ = fX(g−1(y))
|g′(g−1(y))|

Megjegyzés. Ha g nem monoton, akkor vigyázni kell, javasolt el®ször az eloszlásfügg-
vényt kiszámolni, utána pedig deriválással megkapjuk a s¶r¶ségfüggvényt. A nehéz
lépés annak a meggondolása, hogy a g(X) < y esetén mit tudunk az X-r®l, hogyan

tudjuk ezt X-re rendezni, és hogyan transzformálódik az a halmaz, ahol a s¶r¶ségfügg-
vény nem volt 0.

Állítás. Normálás/standardizálás: Legyen X tetsz®leges valószín¶ségi változó. Ek-
kor az Y = X−EX

DX valószín¶ségi változó várható értéke 0 és szórása 1.

Állítás. Legyen X∼ N(m,σ2). Ekkor X−m
σ ∼ N(0, 1).

De�níció. Valószín¶ségi változók konvolúciója: Legyenek X és Y független
valószín¶ségi változók. X és Y konvolúciójának az U = X +Y val. változót nevezzük.

Állítás. A konvolúció meghatározása.

• Diszkrét, nemnegatív egész eset: P (X + Y = k) =
∞∑
l=0

P (X = l) · P (Y = k − l)

• Folytonos eset: fX+Y (z) =
∞∫
−∞

fX(u)fY (z − u)du

Állítás. Legyenek X1, . . . , Xn, X és Y független val. változók
• X1 ∼ Ind(p), . . . , Xn ∼ Ind(p) ⇒ X1 + . . .+Xn ∼ Bin(n, p)
• X ∼ Bin(n, p), Y ∼ Bin(m, p) ⇒ X + Y ∼ Bin(n+m, p)
• X1 ∼ Geo(p), . . . , Xn ∼ Geo(p) ⇒ X1 + . . .+Xn ∼ NegBin(n, p)
• X ∼ NegBin(n, p), Y ∼ NegBin(m, p) ⇒ X + Y ∼ NegBin(n+m, p)
• X ∼ Poi(λ1), Y ∼ Poi(λ2) ⇒ X + Y ∼ Poi(λ1 + λ2)
• X ∼ N(m1, σ

2
1), Y ∼ N(m2, σ

2
2) ⇒ X + Y ∼ N(m1 +m2, σ

2
1 + σ2

2)
• X ∼ Γ(α, λ), Y ∼ Γ(β, λ) ⇒ X + Y ∼ Γ(α+ β, λ)

De�níció. Valószín¶ségi vektorváltozó: X: Ω→ Rd mérhet® függvény, azaz amire
{ω : X(ω) ∈ B} ∈ A minden B ∈ B(Rd) halmazra.

De�níció. Valószín¶ségi vektorváltozó eloszlása:
QX(B) = P (X ∈ B) = P (ω : X(ω) ∈ B), ahol B ∈ B(Rd)

De�níció. X valószín¶ségi vektorváltozó eloszlásfüggvénye:

FX(x)
Def.
= P (X<x)=P (X1<x1, . . . , Xd<xd)=P (X1∈(−∞, x1), . . . , Xd∈(−∞, xd))

Állítás. Az eloszlásfüggvény tulajdonságai:
• lim
x1,...,xd→∞

FX(x1, . . . , xd) = 1 és lim
xi→−∞

FX(x1, . . . , xd) = 0 minden i-re

• minden koordinátájában monoton növ®
• minden koordinátájában balról folytonos
• 0 ≤ FX(x) ≤ 1

Állítás. Tetsz®leges X és Y valószín¶ségi változók esetén
P (a ≤ X < b, c ≤ Y < d) = FX,Y (b, d)− FX,Y (a, d)− FX,Y (b, c) + FX,Y (a, c)

De�níció. X valószín¶ségi vektorváltozó abszolút folytonos, ha létezik olyan

fX(x1, . . . , xd) függvény, amelyre FX(x1, . . . , xd) =
x1∫
−∞

. . .
xd∫
−∞

fX(t1, . . . , td) dt1 . . . dtd.

Ilyenkor fX(x)-et s¶r¶ségfüggvénynek hívjuk.

Mostantól d = 2 lesz, és a következ® jelöléseket és elnevezéseket használjuk:
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• FX,Y (x, y) = P (X < x, Y < y)  együttes eloszlásfüggvény

• FX(x) = P (X < x)
FY (y) = P (Y < y)

 peremeloszlásfüggvények

• fX,Y (x, y)  együttes s¶r¶ségfüggvény
• fX(x), fY (y)  perems¶r¶ségfüggvények

Állítás. Az együttes és a peremeloszlás és -s¶r¶ségfüggvények tulajdonságai.

• FX(x) = lim
y→∞

FX,Y (x, y) és FY (y) = lim
x→∞

FX,Y (x, y)

• FX,Y (x, y) =
y∫
−∞

x∫
−∞

fX,Y (u, v) dudv

• fX,Y (x, y) = ∂y∂xFX,Y (x, y) = ∂x∂yFX,Y (x, y)

•
∞∫
−∞

∞∫
−∞

fX,Y (x, y) dxdy = 1

• fX(x) =
∞∫
−∞

fX,Y (x, y) dy és fY (y) =
∞∫
−∞

fX,Y (x, y) dx

• P (a ≤ X < b, c ≤ Y < d) =
b∫
a

d∫
c

fX,Y (u, v) dudv

De�níció. Valószín¶ségi változó által generált σ-algebra:
σ(X)={X−1(B) : B ∈ B(R)}={ω : X(ω) ∈ B : B ∈ B(R)}
De�níció. Valószín¶ségi változók függetlensége. X és Y függetlenek egymástól,
ha minden A ∈ σ(X) és minden B ∈ σ(Y )-ra P (A ∩B) = P (A)P (B).

Állítás. Valószín¶ségi változók függetlenségének karakterizációi.

• X,Y függetlenek ⇔ FX,Y (x, y) = FX(x) · FY (y) (tetsz. X, Y esetén)
• X,Y függetlenek ⇔ fX,Y (x, y) = fX(x)·fY (y) (ha X, Y absz. folyt.)
• X,Y függetlenek ⇔ P (X=x, Y =y) = P (X=x)·P (Y =y) (ha X, Y diszkrét)
• X,Y függetlenek ⇒ E(XY )=EX·EY (tetsz. véges várható érték¶ X,Y esetén)

De�níció. X és Y kovarianciája: cov(X,Y ) = E [(X − EX)(Y − EY )].
Köv.: cov(X,Y ) = E(XY )− EXEY .
De�níció. Ha cov(X,Y ) = 0, akkor azt mondjuk, hogy X és Y korrelálatlanok.

Állítás. A kovariancia tulajdonságai. Legyenek X,Y,X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym véges
szórású valószín¶ségi változók, a, b, ai, bi ∈ R. Ekkor
• cov(X,X) = D2X
• cov(X,Y ) = cov(Y,X)
• cov(X, a) = 0
• cov(aX, bY ) = a · b·cov(X,Y )

• cov

(
n∑
i=1

aiXi,
m∑
j=1

bjYj

)
=

n∑
i=1

m∑
j=1

ai · bj ·cov(Xi, Yj)

• D2(X + Y ) = D2X +D2Y + 2 cov(X,Y )

• D2(
n∑
i=1

Xi) =
n∑
i=1

D2Xi + 2
∑

1≤i<j≤n
cov(Xi, Xj)

Állítás. A függetlenség és a korrelálatlanság kapcsolata.

• Ha X és Y függetlenek egymástól, akkor korrelálatlanok.
• HaX és Y korrelálatlanok, akkor ebb®l neem következik, hogy függetlenek!!4!4!!

De�níció. X és Y korrelációja: R(X,Y ) =

{
cov(X,Y )
DXDY ha DX 6= 0 és DY 6= 0

0 ha DX = 0 vagy DY = 0

A korreláció két valószín¶ségi változó lineáris kapcsolatát méri: ha

R > 0 ⇒ pozitív a kapcsolat
R < 0 ⇒ negatív a kapcsolat

és
R2 ∼ 1 ⇒ er®s a kapcsolat
R2 ∼ 0.5 ⇒ közepes a kapcsolat
R2 ∼ 0 ⇒ gyenge a kapcsolat

Állítás. A korreláció tulajdonságai.
Legyenek X és Y véges szórású valószín¶ségi változók. Ekkor
• |R(X,Y )| ≤ 1
• |R(X,Y )| = 1 akkor és csak akkor, ha Y 1 valószín¶séggel lineáris függvénye
X-nek, azaz léteznek olyan a és b valós számok, hogy P (Y = aX + b) = 1.

Tétel. Markov-egyenl®tlenség: Legyen g : R→ R monoton növ® függvény, X ≥ 0

val.változó, ε > 0 tetsz. Ekkor P(X ≥ ε) ≤ E[g(X)]
g(ε) .

Speciálisan, ha g(x) = x ⇒ P(X ≥ ε) ≤ E(X)
ε

Tétel. Csebisev-egyenl®tlenség: P(|X − EX| ≥ ε) ≤ D2(X)
ε2 .

Következmény. P(|X − EX| < ε) ≥ 1− D2(X)
ε2

Legyen X1, X2, . . . valószín¶ségi változók sorozata.
De�níció. 1 valószín¶ség¶ konvergencia:

Xn
n→∞−→ X 1 valószín¶séggel, ha P ({ω : Xn(ω)

n→∞→ X(ω)}) = 1.

De�níció. sztochasztikus konvergencia:
Xn

n→∞−→ X sztochasztikusan, ha ∀ε > 0-ra lim
n→∞

P (|Xn −X| ≥ ε) = 0.

Tétel. Nagy számok (er®s) törvénye (NSZT):
Legyenek X1, X2, . . . i.i.d. val. változók, EX1 = m <∞.
Ekkor X1+...+Xn

n

n→∞→ m 1 valószín¶séggel.
Nagy számok gyenge törvényének hívjuk ezt a tételt, ha a konvergencia sztochasztikus.

Tétel. Centrális határeloszlás tétel (CHT):
Legyenek X1, X2, . . . i.i.d. val. változók, EX1 = m, D2(X1) = σ2 <∞. Ekkor
X1+...+Xn−nm√

nσ

n→∞→ N(0, 1) eloszlásban, azaz P
(
X1+...+Xn−nm√

nσ
< x

)
n→∞→ Φ(x).

4


